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Автоморфизмдер алгебралық объектінің және онымен байланысты 

геометриялық объектілердің барлық симметрияларын сипаттайтыны белгілі. 
Сондықтан еркін алгебралардың автоморфизмдерін зерттеу маңызды, өйткені 
бұл алгебралардың құрылымдарындағы жағдайды анықтауға, оларды 
классификациялауға және жүйелеуге көмектеседі. Еркін топтар мен еркін 
алгебралардың автоморфизм топтарын зерттеумен көптеген математиктер 
айналысуда. 

1924 жылы Дж. Нильсен еркін топтардың автоморфизмдер топтарының 
құрылымы туралы бірқатар терең теоремаларды дәлелдеді. Атап айтқанда, ол 
туындаушылар мен анықтаушы қатынастар тұрғысынан еркін ақырғы 
туындалған топтың автоморфизм тобының ақырлы көрінісін алды. Еркін 
ақырлы тудырылған топтардың автоморфизмдер тобының тудырушы 
элементтері кейінірек элементар деп аталды. Элементарлық автоморфизмдер 
көптеген басқа еркін топтар мен алгебралар үшін де анықталған. Еркін топтың 
немесе алгебраның автоморфизмдері қолды деп аталады, егер олар элементар 
автоморфизмдер арқылы тудырылса, ал қалған автоморфизмдер жабайы деп 
аталады. 

1942 жылы Х.В.Е. Юнг 𝐾𝐾 нөлдік сипаттама өрісіндегі екі айнымалы 
𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦] көпмүшеліктер алгебрасының автоморфизмдерді қолды екенін 
дәлелдеді. 1953 жылы В.ван дер Калк бұл нәтижені ерікті сипаттағы 
өрістердегі 𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦] көпмүшеліктер алгебралар үшін жалпылады. Сонымен 
қатар, бұл алгебраның Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦]) автоморфизм тобы амальгамирленген 
еркін көбейтінді түрінде бейнеленетінін, яғни 

 
Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) = 𝐴𝐴 ∗𝐶𝐶 𝐵𝐵, 

 
мұндағы 𝐴𝐴 – аффиндік автоморфизмдердің ішкі тобы, 𝐵𝐵 – үшбұрышты 
автоморфизмдердің ішкі тобы және 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵. Бұл нәтиже екі элементпен 
туындалған көпмүшелік алгебрасының автоморфизм топтарының толық 
сипаттамасын береді және оны шын мәнінде В. Ван дер Калк дәлелдеген. Бірақ 
алғаш рет нақты тұжырымды И.Р. Шафаревич 1966 ж. келтірген. Д. Райттың 
жұмысында бұл нәтиженің аналогы ерікті тұтастылық облысындағы екі 
элементпен туындалған көпмүшеліктер алгебраласының автоморфизмдері 
үшін дәлелденді. Ұқсас нәтижелер нөлдік сипаттамалық өрістегі еркін 
ассоциативті алгебралар үшін және еркін Пуассон алгебралары үшін де 
орындалады және бұл алгебралардың автоморфизм топтары көпмүшелер 



алгебрасының автоморфизмдер тобына изоморфты болады. 
Л. Макар-Лиманов, Д. Козыбаев, У. Умирбаев рангі екіге тең еркін 

оңсимметриялы алгебралардың автоморфизмдері қолды екенін дәлелдеді. Бұл 
алгебралардың автоморфизм топтары элементар автоморфизмдердің бай 
құрылымына байланысты көпмүшелік алгебралардың автоморфизм 
топтарына қарағанда әлдеқайда кең. 

1964 жылы П. Кон ерікті өрістегі ақырғы түрде туындатылған еркін Ли 
алгебраларының автоморфизмдері қолды екенін дәлелдеді. Дж.Левин бұл 
нәтижені алгебралардың шрайер көпбейнелігі үшін жалпылады. Еске салайық, 
шрайер көпбейнелігі барлық ассоциативті емес алгебралардың, коммутативті 
және антикоммутативті алгебралардың, Ли алгебраларының және Ли 
супералгебраларының көпбейнеліктері болып табылады. Демек, өрістердегі 
ақырғы рангті еркін ассоциативті емес алгебралардың, еркін коммутативті 
және антикоммутативті алгебралардың автоморфизмдері де қолды. 

1979 жылы Т. Камбаяши Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) автоморфизмдер тобының 
амальгамирленген еркін көбейтінді түрінде бейнеленетінін құрылымын 
пайдалана отырып, Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦]) автоморфизмдер тобының кез келген 
алгебралық топшасы сызықтық немесе үшбұрышты автоморфизмдердің ішкі 
тобымен түйіндес екенгін дәлелдеген. Бұдан шығатыны, кез келген 
редукциялық топтың 𝐾𝐾𝑛𝑛-ге, мұндағы 𝑛𝑛 = 2, әрекеті сызықтандырылады. Т. 
Камбаяши де бұл нәтиже барлық 𝑛𝑛 > 2 үшін жарамды деп есептеді. Бұл 
болжам редукциялық топтардың әрекеттері үшін сызықтандырылу гипотеза 
деп аталады. Бұл гипотеза 𝑛𝑛 ≥ 4 үшін орындалмайтыны анықталды. 1989 
жылы Шварц редуктивтік топтардың әрекеттері сызықтандырылмайтынын 
алғашқы мысалдарын құрастырды. Кейінірек ақырлы топтардың сызықтық 
әрекеттері сызықтандырылмайтынын алғашқы мысалдары құрастырылды. 

1968 жылы Р. Ренчлер нөлдік сипаттама өрісіндегі екі айнымалы 
көпмүшелік алгебраның локальды-нильпотентті дифференциалдауы 
триангуляциялы болатынын дәлелдеді. Х.Басс көпмүшеліктер алгебрасының 
локальды-нильпотентті дифференциалдауы триангуляциялы емес екенін 
мысалын құрастырды. 

Диссертациялық жұмыста рангі екіге тең еркін оңсимметриялық 
алгебраның автоморфизмдер тобы амальгамирленген еркін көбейтінді түрінде 
бейнеленетінін дәлелденді. Осы құрылымды қолдана отырып, сипаттамасы 
нөлге тең өрістегі рангі екіге тең еркін оңсимметриялық алгебраның 
автоморфизмдердің редуктивті тобының сызықтыландырлатыны болуы және 
локальды-нильпотентті дифференциациялдауының триангуляциялы болуы 
дәлелденді. Осы нәтижелер рангі екіге тең еркін ассоциативті емес алгебралар 
және еркін коммутативті алгебралар үшін де дәлелденеді. Екі элементтен 
туындалған еркін Ли алгебралары мен еркін антикоммутативті алгебралардың 
автоморфизмдері сызықтық екенін белгілі. 

Амальгамирленген еркін көбейтінді құрылымы алғаш рет осы 
диссертациялық жұмыста локальды-нильпотентті дифференциялдаудың 
триангуляциялы болуын дәлелдеу үшін қолданылады. 

1972 жылы М. Нагата  



 
𝜎𝜎 = (𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑤𝑤2𝑧𝑧, 𝑦𝑦 + 𝑤𝑤𝑤𝑤, 𝑧𝑧),𝑤𝑤 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2 

 
автоморфизмін құрып және қолды емес (яғни жабайы) деген болжам жасады. 
2004 жылы И.П. Шестаков пен У.У. Умирбаев 𝜎𝜎 Нагата автоморфизмі нөлдік 
сипаттама өрістердегі жағдайында жабайы болып табылатынын дәлелдеді. 
Нагата автоморфизмі үш айнымалыдағы еркін Пуассон алгебраларының 
жабайы автоморфизмінің мысалын береді. 

Рангі үшке тең еркін ассоциативті алгебралар жағдайында жабайы 
автоморфизмдердің болуы туралы мәселенің (Кон мәселесі) У.У. Умирбаев 
шешімін тапты. Ол нөлдік сипаттамалы өрістегі 𝐾𝐾⟨𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧⟩ еркін ассоциативті 
алгебраның  

 
𝛿𝛿 = (𝑥𝑥 + 𝑧𝑧(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑧𝑧),𝑦𝑦 + (𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑧𝑧, 𝑧𝑧) 

 
Аник автоморфизмін жабайы болатынын дәлелдеді. 

Бұл диссертациялық жұмыста ерікті евклидтік сақинадағы рангі екіге 
тең еркін ассоциативті емес алгебра және еркін коммутативті алгебраның 

 
𝜂𝜂 = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22) + (𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)2,𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)) 

 
жабайы автоморфизмнің мысалы құрастырылған. Бұл автоморфизм Нагата 
автоморфизмінің жалпылауы болып табылады және 𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧] алгебрасының 
Нагата автоморфизмін индукциялайды. Нагата 𝜎𝜎 автоморфизмі 𝐾𝐾[𝑧𝑧] -тегі 
𝐾𝐾[𝑧𝑧][𝑥𝑥,𝑦𝑦] алгебраның жабайы автоморфизмі екенін дәлелдеді. Осы себепті 𝜂𝜂 
автоморфизмі құрамында көпмүшелер алгебрасы бар кез келген көпбейнелер 
алгебралардың еркін алгебраларының жабайы автоморфизмін тудырады. 
Диссертациялық жұмыста 𝜂𝜂 жабайы автоморфизм болып табылатын алгебра 
көпбейнесінің тағы бір класы анықталды. 𝜂𝜂 автоморфизмін құру әдісі 
антикоммутативті алгебралар үшін жұмыс істемейтінін ескереміз, өйткені 
антикоммутативті алгебралардағы элементтің квадраты нөлге тең. Нагата мен 
Аниктің автоморфизмдерін құру әдістерін жалпылау нәтижесінде осы 
жұмыста ерікті евклидтік сақинадағы рангі үшке тең еркін Ли алгебраның  
 

𝛿𝛿 = (𝑥𝑥1 + [𝑧𝑧𝑥𝑥1 − [𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3], 𝑥𝑥3], 𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − [𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3]), 𝑥𝑥3) 
 
жабайы автоморфизмін құруға мүмкіндік берді. Бұл автоморфизм еркін 
ассоциативті алгебралардың Аник автоморфизмінің аналогы болып табылады. 

Жұмыстың мақсаты евклид сақиналарындағы екі элементтен 
туындалған еркін ассоциативті алгебралардың және үш элементтен 
туындалған еркін Ли алгебраларының автоморфизмдері мен 
дифференциалдауларын зерттеу. 

Зерттеу нысаны. Евклид сақиналарындағы екі элементтен туындалған 
еркін ассоциативті емес алгебралардың және үш элементтен туындалған еркін 



Ли алгебраларының автоморфизмдері мен дифференциалдаулары болып 
табылады. 

Зерттеу әдістері. Жұмыста автоморфизмдерді қысқарту әдісі, топтық 
теорияның әдістері мен нәтижелері, ассоциативті емес алгебра мен Ли 
алгебраларының құрылымдық және комбинаторлық теориясы қолданылады. 

Қорғауға шығарылатын негізгі ережелер және зерттеу нәтижелері. 
Диссертациялық зерттеудің негізгі нәтижелері: 

– евклид сақинасындағы рангі екіге тең еркін ассоциативті емес 
алгебраның және еркін коммутативті алгебраның жабайы автоморфизмінің 
мысалы жасалды; 

–∗-көпбейнелігі алгебралардың кең класы анықталды және ∗- 
көпбейнелігі алгебралардың тұтастықтың аймағындағы кез-келген екі 
элементтен туындалған еркін алгебраларының қолды автоморфизмдер тобы 
амальгамирленген еркін көбейтінді құрылымы түрінде бейнеленетінін 
дәлелденді; 

– ∗-көпбейнелігі алгебралардың евклид сақинасындағы екі элементтен 
туындалған еркін алгебраларының қолды автоморфизмдері қысқартылатыны 
дәлелденді; 

– ∗-көпбейнелігі алгебралардың конструктивті евклид сақинасындағы 
екі элементтен туындалған еркін алгебраларының қолды автоморфизмдері 
алгоритмдік танылуы дәлелденді; 

– ∗-көпбейнелігі алгебралардың евклид сақинасындағы екі элементтен 
туындалған еркін алгебраларының жабайы автоморфизмінің мысалы 
жасалды; 

– ∘- көпбейнелігі алгебралардың класы анықталды, ол ∗-көпбейнелігі 
алгебралардың ішкі класы болып табылады және оңсимметриялық 
алгебралардың көпбейнелігі ∘- көпбейнелігі екені дәлелденді; 

– ∘- көпбейнелігі алгебралардың өрісітің нөлдік сипаттамадағы кез-
келген еркін екі айнымалы алгебраның автоморфизмдерінің редуктивті 
тобының сызықтылындырылатыны екендігі дәлелденді; 

– ∘- көпбейнелігі алгебралардың өрісітің нөлдік сипаттамадағы кез-
келген еркін екі айнымалы алгебраның локальды-нильпотентті 
дифференциалдауы триангуляцияланатыны дәлелденді; 

– соңғы екі нәтиженің негізінде өрістің нөлдік сипаттамасындағы рангі 
екіге тең еркін ассоциативті, еркін оңсимметриялық, еркін ассоциативті емес 
және еркін коммутативті алгебралардың автоморфизмдердің редуктивті 
тобының сызықтыландырылатынын және локальды-нильпотентті 
дифференциациялдаудың триангуляцияланатыны дәлелденді; 

– тұтастылық аймағындағы үш айнымалы еркін Ли алгебрасының (және 
еркін антикоммутативті алгебраның) қолды автоморфизмдер тобы 
амальгамирленген еркін көбейтінді құрылымы түрінде бейнеленетінін 
дәлелденді; 

– кез-келген сипаттағы өрісте үш айнымалы еркін Ли алгебрасының 
автоморфизмдер тобы амальгамирленген еркін көбейтінді құрылымы түрінде 
бейнеленетінін дәлелденді; 



– евклид сақинасындағы үш айнымалы еркін Ли алгебрасының қолды 
автоморфизмдері қысқартылатыны дәлелденді; 

– конструктивті евклид сақинасындағы үш айнымалы еркін Ли 
алгебрасының қолды автоморфизмдерінің алгоритмдік танылуы дәлелденді; 

– евклид сақинасындағы рангі үшке тең еркін Ли алгебрасының жабайы 
автоморфизмінің мысалы жасалды; 

Зерттеудің ғылыми жаңалығы. Диссертацияның барлық негізгі 
нәтижелері жаңа болып табылады. 

Теориялық және практикалық маңызы. Жұмыс теориялық болып 
табылады. Қолданылған әдістер мен алынған нәтижелерді евклидтік 
сақиналардағы еркін ассоциативті емес алгебраларды және еркін Ли 
алгебраларын одан әрі зерттеу үшін қолдануға болады. Сондай-ақ бұл 
жұмыстың нәтижелерін еркін ассоциативті емес алгебралар және олардың 
автоморфизмдері теориясы бойынша арнайы курстарға қосуға болады. 

Нәтижелерді апробациялау. Диссертацияның негізгі нәтижелері 
баяндалды: 

- Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің механика-
математика факультетінің алгебра және геометрия кафедрасының алгебралық 
семинарында (Нұр-сұлтан, 2015-2020); 

– "Lie and Jordan algebras, their representations and applications-VI, 
dedicated to efim Zelmanov' s 60th birthday " халықаралық конференциясында 
(Бенту Гонсалвес, Бразилия, 13-19 желтоқсан, 2015); 

– Уэйн университетнің математика факультетінің алгебралық 
семинарында (Детройт, АҚШ, 2015); 

– Түркі әлемінің математика қоғамының VI Халықаралық конгресінде 
(Астана, 2-5 қазан, 2017); 

– «Мальцевские чтения» алгебра және математикалық логика бойынша 
халықаралық конференциясында (Новосибирск, Ресей, 19-22 қараша, 2018). 

Жарияланымдар. Диссертация нәтижелері 7 жұмыста жарияланды, 
оның ішінде Web of Science базасындағы 3 квартильге (Q3) кіретін журналда 
1 мақала, Scopus базасындағы Citescore бойынша 32 процентилі бар журналда 
2 мақала, ҚР БҒМ Білім және ғылым саласындағы бақылау комитеті ұсынған 
тізімдегі журналда 1 мақала, халықаралық конференциялар материалдарында 
3 жұмыс. 

Жұмыстың құрылымы мен көлемі. Диссертация 71 беттен тұрады, 
кіріспеден, үш бөлімнен, қорытындыдан және 49 атауды қамтитын 
пайдаланылған әдебиеттер тізімінен тұрады. 

 


